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1.  Neka su a, b1i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazi da je

at b c

> —.
b2+c+02—|—a+a2—l—b/2
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2. Na svakom polju plo¢e n x n (n > 2) nalazi se zarulja
koja moze biti upaljena ili ugasena.

U svakom koraku biramo jedan kvadrat 2 x2 na toj ploci
i unutar njega sve upaljene zarulje ugasimo, a ugasene
upalimo. Za raspored upaljenih zarulja kazemo da je
dobar ako se moze posti¢i da, pocevsi od njega, nakon
kona¢no mnogo koraka, sve zarulje budu ugasene.
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a) Dokazi da raspored prikazan na slici nije dobar.
(Prikazan je polozaj svih upaljenih zarulja na ploci 10 x 10.)

b) Koliko bi, u tom primjeru, minimalno dodatnih zarulja na pocetku trebalo
upaliti da raspored bude dobar?

¢) Odredi broj svih moguéih dobrih pocetnih rasporeda za n x n plocu.

3. Unutar trokuta ABC' dana je tocka P takva da je

1
<ABP = <PCA = £ (SABC + <BCA).

|AB| |AC|

Dokazi da ; _ .
ORI QA TAC v |PB| ~ JAB| + |PC]

4. Dokazi da ne postoje prosti broj p i prirodni brojevi a i n (n > 2) takvi da vrijedi

2P + 3P = g™,



IZBORNO NATJECANJE 2010. — Izbor MEMO ekipe

rjeSenja zadataka

Zadatak 1.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. Dokazi da je

a* b* c* 3

>
b2+c+02+a+a2+b 2

Prvo rjesenje.

Prema A-G nejednakosti vrijedi:

a’ b2—|—c>2\/ at _bQ—i—c: 9

Prec' 4 Rrc 4 "
Analogno dobijemo: \ )
026%— a +- Ia >V
i ct a+b_

> .
(zz—l—b+ 4 ¢

Zbrajanjem te tri nejednakosti dobijemo:
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(a2+b2+02)—;l(a+b+c).

Medutim, zbog A-K nejednakosti vrijedi:
[a? + b2 + 2 - a+b+c
3 -3

Uvrstavanjem te nejednakosti i zadanog uvjeta u nejednakost (*) dobijemo:

odnosno a® +b% + ¢ > 3.
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Drugo rjesenje.

Primjenom Cauchyjeve nejednakosti (ili tezinske A-K nejednakosti) dobivamo

a N b N ct (a® + b2 + ¢2)° B (a® + b2 + ¢2)°
R+e 24+a a2+b° a2+ +2+a+b+c a?+b2+2+3

()

Koristenjem A-K nejednakosti imamo

b 2
a4+ b0+ >3 <%+C> = 3.
Uvedimo zamjenu x = a? + b* + ¢®. Vrijedi x > 3, pa iz (xx) zakljucujemo da je dovoljno
dokazati da vrijedi

3
> 2
2
s

No, ta je nejednakost ekvivalentna s (x —3) (2o 4+ 3) > 0 i ocito vrijedi za x > 3.

Napomena. Gornju nejednakost smo mogli dokazati i ovako:

x? T 3 3

r+3 1427141 2




Zadatak 2.

Na svakom polju ploce n X n (n > 2) nalazi se zarulja
koja moze biti upaljena ili ugasena.

U svakom koraku biramo jedan kvadrat 2 x2 na toj ploci
i unutar njega sve upaljene zarulje ugasimo, a ugasene
upalimo. Za raspored upaljenih zarulja kazemo da je
dobar ako se moze posti¢i da, pocevsi od njega, nakon
kona¢no mnogo koraka, sve zarulje budu ugasene.
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a) Dokazi da raspored prikazan na slici nije dobar.
(Prikazan je polozaj svih upaljenih zarulja na ploci 10 x 10.)

b) Koliko bi, u tom primjeru, minimalno dodatnih Zarulja na pocetku trebalo upaliti
da raspored bude dobar?

¢) Odredi broj svih moguéih dobrih pocetnih rasporeda za n x n plocu.

Rjesenje.

a) Primijetimo da je za svaki dobar raspored nuzno da je u svakom retku i stupcu parno
mnogo upaljenih zarulja.

Buduéi da se u svakom koraku u odredenom retku (odn. stupcu) broj upaljenih zarulja
promjeni za 2, 0 ili —2, parnost broja upaljenih zarulja u nekom retku (odnosno stupcu)
uvijek ostaje ista. Bududi da je u trenutku kad su sve zarulje ugasene broj upaljenih ocito
paran u svakom retku (odnosno stupcu) takav mora biti i na pocetku.

Prema tome, raspored na slici nije dobar jer je postoje stupci u kojima je neparno mnogo
upaljenih zarulja (npr. treéi stupac).

b) Buduéi da je u 3., 4., 5., 6., 7. i 8. stupcu neparan broj upaljenih zarulja, nuzno je
dodati jos barem 6 zarulja, po jednu u svaki stupac, na na¢in da broj upaljenih Zarulja
po recima ostane paran. Pokazimo da je to i dovoljno.

Primjerice, dodajmo 6 zarulja na mjesta (1,3),...,(1,8). Primjenom postupka na potk-
vadrate koji po¢inju na mjestima (1,2), (1,4), (1,6),( ,8),(2,4),(2,6),(3,5) ostaju upa-
ljene samo zarulje na mjestima (3,2), . (10 2)1(3,9),.. (10 9). Primjenom postupka
na potkvadrate koji po¢inju na mjestlma (3,2),(3,3),.. ( 8), sve zarulje u 3. i4. retku

su ugasene. Analogno gasimo zarulje u 5. i 6., 7. i 8. te 9. 1 10. retku.

Prema tome, minimalni broj dodatnih zarulja koje treba upaliti je Sest.

¢) Tvrdimo da je za svaki dobar raspored nuzno i dovoljno da je u svakom retku i
stupcu parno mnogo upaljenih zarulja. NuzZnost smo pokazali u a) dijelu, a dovoljnost
pokazujemo induktivno. Uzastopnom primjenom operacije na 2 x 2 kvadrate koji imaju
po dva horizontalno susjedna kvadrati¢a u presjeku, zakljucujemo da mozemo u konacno
mnogo koraka promjeniti upaljene u ugasene zarulje i obrnuto koje se nalaze u bilo koja
dva retka i dva uzastopna stupca,



T * Lt o3

Analogno, mozemo zakljuciti da u konacno mnogo koraka mozemo promjeniti upaljene u
ugasene zarulje i obrnuto koje nalaze u bilo koja dva retka i dva stupca,

Sada za bilo koju zarulju koja je upaljena (s koordinatama npr. (x,y)) znamo da postoji u
istom retku i istom stupcu barem po jo$ jedna upaljena zarulja, npr. (z, 2) i (w,y). Ako je
zarulja s koordinatama (w, z) upaljena onda prema gore dokazanom mozemo ugasiti sve
te 4 zarulje. Ako je zarulja s koordinatama (w, z) ugasena onda prema gore dokazanom
mozemo upaljene 3 Zarulje ugasiti, a jednu ugasenu upaliti Sto povlaci da ¢emo sigurno
smanjiti broj upaljenih zarulja.

Na kraju prebrojimo trazene rasporede.

Primijetimo da u svakom od prvih n — 1 redaka moze prvih n — 1 zarulja biti upaljeno ili
ugaseno, a prema parnosti broja upaljenih medu tih prvih n — 1 jedinstveno je odredeno
je li posljednja zarulja upaljena ili ugasena. Dakle, za svaki od prvih n — 1 redaka imamo
271 moguénosti, a za sve njih zajedno 21,

U posljednjem retku mora biti upaljen parni broj zarulja. Buduéi da je u prvih n — 1
redaka upaljen parni broj zarulja, broj stupaca u kojima je neparno mnogo upaljenih
zarulja je paran. Toc¢no u tim stupcima u zadnjem retku moraju biti upaljene zarulje.
Dakle, trazeni broj rasporeda je 2("=°.

Drugo rjesenje c) dijela.

Nazovimo postupak kojim se od dobrog rasporeda dolazi do ugasenih zarulja gasenje
rasporeda, a korak u kojem u odabranom 2 x 2 kvadratu upaljene Zarulje postaju ugasene
(i obratno) mijenjanje tog kvadrata.

Primijetimo da u gasenju nekog dobrog pocetnog rasporeda nije vazno kojim redoslijedom
mijenjamo potkvadrate, te da nijedan potkvadrat ne trebamo mijenjati vise od jednom.

Dakle, dobar pocetni raspored mozemo identificirati sa skupom potkvadrata koji se mi-
jenjaju prilikom njegovog gasenja. Primijetimo da je taj skup jedinstven. Naime, zarulja
na mjestu (1,1) moze biti ugasena samo mijenjanjem potkvadrata koji pocinje na tom
mjestu, pa ako je ona upaljena u pocetnom rasporedu taj potkvadrat mora biti u skupu,
a ako je ugasena onda nije u skupu. Sada kada znamo da li je taj potkvadrat ukljucen u
skup, na isti nacin je, ovisno o zarulji na mjestu (2, 1) jednoznacéno odredeno da li je potk-
vadrat koji poc¢inje na mjestu (2,1) uklju¢en u skup. Na ovaj nacin mozemo induktivno
na jedinstven nacin odrediti za svaki potkvadrat da li je ukljucen ili ne.

Obratno, za svaki skup 2 x 2 potkvadrata ploce postoji dobar pocetni raspored koji se
gasi tim skupom (ako krenemo od potpuno ugasene ploce i promijenimo sve potkvadrate
iz, skupa, dolazimo do trazenog dobrog pocetnog rasporeda).

Prema tome, broj dobrih pocetnih rasporeda je jednak broju mogué¢ih odabira nekih od
2 x 2 potkvadrata. Takvih potkvadrata ukupno ima (n — 1)2, pa je trazeni broj 2(»~*,



Zadatak 3.
Unutar trokuta ABC' dana je tocka P takva da je

1
<JABP = <PCA = 3 (XABC + <BCA).

|AB| B |AC|
|AC| + |PB|  |AB| + |PC|’

Dokazi da je

Prvo rjesenje.

Oznacimo s «, i v redom kutove pri vrhovima A, B i C trokuta ABC.
Neka je p = <ABP = <PCA paje3p=p0+7.

A B R

Neka je tocka @) sa suprotne strane pravca BC' od tocke P takva da je ¢etverokut BQCP
paralelogram, tocka R sjeciste pravaca AB i C'Q), a tocka S sjeciste pravaca AC' i BQ.

Kako je
JARC = <ABP = <PCA =<BSA =y,

trokuti ARC i ASB su sli¢ni, odakle je

|AB|  |AC)|
|AS| — JAR|

S druge strane je
<RQB = <QCP =180° — <BPC = (8 — @) + (v — ¢) = ¢ = <ARC
pa je trokut RQ)B jednakokracan. Zato je

|AR| = |AB| + |BR| = |AB| + |BQ| = |AB| + |PC].

Analogno dokazujemo da je i trokut QSC' jednakokracan te dobivamo

|AS| = |AC| + |CS| = |AC| + |CQ| = |AC| + |PB] .



Konacno je
|AB| _|AB] _ |AC| |AC|

|AC| + |PB| |AS| |AR| |AB|+|PC|’

Sto je i trebalo dokazati.

Drugo rjesenje.

Uz iste oznake za velicine kutova trokuta ABC'1 uvjet 3p = 5 + v kao u prvom rjesenju,
oznacimo s B; tocku na produzetku stranice AB preko vrha B za koju je [BB:| = |PC],
a s C tocku na produzetku stranice AC' preko vrha C' za koju je |CC,| = |PB].

S obzirom da je

IBPC =180° = (B —¢) — (v — ) = 180° — ¢,
<PBB; = (f — ¢) + (180° — ) = 180° — ¢,
IPCCy = (v — ¢) + (180° — ) = 180° — ¢,

trokuti BPC', PBB; i C;CP su sukladni.

Stoga iz
PBC=<CCiP=p—¢p 1 <«BCP=<PBiB=v—¢

zakljucujemo da su tocke C, C', P, B i B; koncikli¢ne.

Konacno, iz potencije tocke A s obzirom na kruznicu opisanu ¢etverokutu C,C B B slijedi:
’AB| ’ABl| = ‘AC| ‘ACI‘ )

[AB|(|AB| + [BB.|) = [AC| (JAC| +[CC4]),
[AB|(|AB| + |PC|) = |[AC| (JAC| + |PB]),
|AB| |AC|

|AC| + |PB|  |AB| + |PC|’

Sto je i trebalo dokazati.



Trece rjesenje.

Uz uobicajene oznake za duljine stranica i veli¢ine kutova trokuta ABC', neka je <PCA =
<IPBA = ¢. Zadano je 3p = [ + .

U trokutu BC'P imamo:
<PBC =p—y¢, <PCB=7vy—y,

IBPC =180° — (B8 — @) — (v — ) = 180° — (B + ) + 2 = 180° — ¢,

stoga primjenom poucka o sinusima u tom trokutu dobivamo

[PB| _ sin(y —¢) [PC| _ sin (8 —¢)
|BC| sing |BC| sin ¢
odnosno u a
[PB| = ——sin(y—¢), |PCl=_——sin(8-¢).
sin ¢ sin ¢
Zato je jednakost
|AB| |AC|

|AC| + |PB|  |AB| + |PC|

redom ekvivalentna s

c(c—l— ‘a sin(ﬁ—cp))zb(b—l— .a sin(fy—ap)),
s @ Sm @

a

A -1 =

— (bsin(y — ) — csin (8 — ¢)).

Dijeljenjem s 4R?, gdje je R polumjer kruZnice opisane trokutu ABC, zbog poucka o
sinusima dobivamo

sin o

sin®y —sin? § = (sinﬁsin (v — ) —sinysin (8 — SO))

sin ¢
pa je trazena jednakost dalje ekvivalentna s

sin «

sin®~y —sin? § = (cos(/@—v+¢)—cos(7—ﬁ+gﬁ)),

2sin

sin «v

(siny +sin ) (siny — sin 8) = - 2sin psin (v — f),

2sin

.+ y=p Y+8 . y=B ..
2sin 5 CoS 5 - 2cos 5 sin 5 —smasm('y—ﬁ),

sin (y + f) sin (y — 8) = sin (v + §) sin (v — f),

¢ime je tvrdnja dokazana.



Zadatak 4.

Dokazi da ne postoje prosti broj p i prirodni brojevi a i n (n > 2) takvi da vrijedi

2?4 30 = "

Rjesenje.
Ako je p = 2, onda je 2P + 3P = 13 pa bismo imali n = 1, Sto je suprotno pretpostavci
zadatka.

Pretpostavimo da je p > 2 i neka je 2P + 37 = a” za neki prirodni broj n > 1.

Kako je p neparan broj, to je

a" =243 =(2+3) (P —27 2. 34 —2.3 2+ 37

pa je a djeljiv s 5. Broj na desnoj strani je zato djeljiv s 5”. Kako je n > 1, taj broj je
djeljiv (barem) s 25 pa zaklju¢ujemo da izraz u drugoj zagradi na desnoj strani mora biti
djeljiv s 5.

S obzirom da je 3 = —2 (mod 5) imamo:

op~l _op=2.3 ... 0.3p 24 gt =gl op2 gL 1 0.0P7 2 ol = P h (1nod B).

Slijedi da je p djeljiv s 5, a buduéi da je p prost broj, preostaje samo mogucénost p = 5.
Medutim,
2°+3°=275=5%-11

Sto nije broj oblika a™ za n > 1.



