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Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
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8. travnja 2005.

I. razred

1. Odredite sve trojke realnih brojeva z, y, z za koje vrijedi
dayz —at —yt — 2t =1

2. Na stranicama AB i AD paralelograma ABCD odabrane su redom
tocke E i F takve da je EF || BD. Dokazite da trokuti BCE i
CDF imaju jednake povrsine.

3. Ako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je

1 1 1

—+ -+ -=1,

a b ¢
dokazite nejednakost

(@a—1)(b—1)(c—1)>8.

4. Dokazite da je

1 1 1 1 1 1 1
1+ =+ = 1+ =4+ =+... 1 = 2005 — ——.
\/+12+22+\/+22+32+ +\/+20042+20052 2005

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.
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II. razred

1. Trokutu ABC' upisana je kruznica polumjera r sa sredistem u tocki S.
Pravac kroz tocku S sijece stranice BC' i CA redom u tockama D i E.
Dokazite da za povrsinu P trokuta CED vrijedi P > 2r%. Kada vrijedi
jednakost?

2. Nadite sve parove cijelih brojeva a i b za koje vrijedi

Ta + 14b = 5a® + 5ab + 5b°.

3. Neka je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima takav da je P(5) =
2005. Moze li broj P(2005) biti potpun kvadrat (kvadrat prirodnog
broja)?

4. Dano je 99 (ne nuzno razlicitih) prirodnih brojeva manjih od 100. Ako
zbroj nikoja dva, tri ili vise od tih brojeva nije djeljiv sa 100, dokazite
da su svi oni medusobno jednaki.

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.
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II1. razred

1. Odredite sve prirodne brojeve n za koje je broj
94 4 97 4 on
potpun kvadrat.
2. U trokutu s kutovima «, 3 i v vrijedi jednakost
sin? a + sin® 3 = sin .
Ako je poznato da su kutovi « 1 ( Siljasti, dokazite da je kut v pravi.

3. Neka je T tocka unutar trostrane piramide ABCD i neka su tocke
Ay, By, Cy, Dy presjecista pravaca AT, BT, CT, DT s nasuprotnim
stranama piramide, redom. Ako je

|AT| |BT| |CT| |DT|
[TA [TBi| TG [TDi]

koje sve vrijednosti moze A poprimiti? Obrazlozite odgovor!

A,

4. Trokut ABC' je siljastokutan. Za bilo koju tocku T iz unutrasnjosti ili
s ruba trokuta ABC, tocke T, Ty, T, su redom nozista okomica iz T'
na stranice BC', C'A, AB. Ako je

faU:|AnHanyﬂon|
\TT,| + |TT,| + |TT,|’

dokazite da f(T") ne ovisi o izboru tocke T" ako i samo ako je trokut
ABC' jednakostranican.

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.
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IV. razred

1. Pokazite da za sve n € N, n > 2 vrijedi

n

3 <log%(k’3 +1) — loga (K — 1)) <1.

k=2

2. Neka je S tocka na stranici AB danog iljastokutnog trokuta ABC
i neka su P i @) sredista kruznica opisanih trokutima ASC i BSC.
Odredite polozaj tocke S (na stranici AB) tako da trokut PQS ima
najmanju mogucu povrsinu.

3. Niz (an)nen zadan je rekurzivno:
ay = ]_,

dn — 2
a, = Ap_1, N >2.

Dokazite da su svi ¢lanovi tog niza prirodni brojevi.

4. Prirodni brojevi a, b i ¢ zadovoljavaju jednakost
c(ac +1)* = (5¢ + 2b)(2c + b).

a) Ako je ¢ neparan, dokazite da je on potpun kvadrat.
b) Moze li ¢ biti paran?

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.



